Uwe Rath
ﬁ% Eckleinjarten 13a . 27580 Bremerhaven
ﬂ-i:?r?;( 0471 34126 1< rath-u@t-online.de

2. Berechnung krummlinig begrenzter Flachen

2.1 Trapezregel

Die Lange der krummlinig begrenzten Flache wird in n gleiche Teile eingeteilt. Die
Schnittpunkte der Aufmafe mit der Begrenzungslinie werden mit Geraden verbunden
(jede Gerade ist eine Sehne unter der Kurve). Die Flache unter der Kurve kann nun na-
herungsweise als die Summe der n Trapezflachen, die alle die gleiche Hohe (Abstand

L
der parallelen — hier: d = —) haben, berechnet werden:
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(Yot Yot Yo+ Yo+t Yoo+ Yo+ Yoo+ Vo)

Ubung/en:

1. Berechnen Sie die Flache (s. Abbildung oben) mit Hilfe der Trapezregel. Entwi-
ckeln Sie fir die Lésung ein Excel-Programm.

2. Bestatigen Sie, dass Dreiecke, Rechtecke und Quadrate Sonderformen einer
Trapezflache sind.
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Ubung 1: Berechnung der Flache mit Excel:

FEche nb=rsc hnung:
Mzhs rungsformsin zur Bs rachnung krummilnig b= granztsr FEchs
- Humarisch e Inte gration
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2.2 Simpsonregel®

2.2.1 Herleitung: Die Simpson-Formel zur numerischen Integration
(vgl. auch Anhang 2)

Die krummlinig begrenzte Flache ABDC

E, Fy wird in zwei Streifen gleicher Breite d
eingeteilt. Die Gesamtflache kann zer-
legt in eine Trapezflache ABDC und ein

C D, Parabelsegment CD.

F Der Inhalt des Parabelsegments CD ist
= gleich 2/3 der Flache des umschrie-
] benden Parallelogramms CDFE bzw.

E D des Rechtecks C,D4F/E; — u. zw. ma-
thematisch genau (vgl. Anhang 1).

C
Nun ist die Kurvenflache

A = AT rapez + AParabeIsegment
¥ L Ty und
+
'l:'l h — yl _ yO 2 y2
i i B

Bild 1: Kurvenabschnitt

Daraus folgt:

pa=YotYe 54,2 o4
2 3

4 Yo +Y
=d (yo +y2)+§.d .(yl_%j

I
o

fy, 4y, +2.y 2.y _2.
Yot Yotz Vi=gYo=3 Y2

(Byo+3-y, +4-y, -2y, -2-y,)

A= '(y0+4'y1+y2)

wlo wla

' Siehe auch: http://de.wikipedia.org/wiki/Simpsonsche_Formel
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A2 A3

d d -l d =] d d |

Bild 2: Flachenteilung einer krummlinig begrenzten Flache

Fur die krummlinig begrenzte Flache Bild 2 ergibt sich folgende Rechnung:

A=A +A +A
d d
’(yo +4y1+y2)+§'(y2 +4y3+y4)+§'(y4 +4y5+y6)

(Yo + Y+ Y, +Y, AV, + Y, Y, HAY + V)

(Yo +4y, +2y, +4y, +2y, +4y +Y,)

wlae wle wla

Die Simsponregel ist eine sehr gute Naherungsformel. Auch bei starken Kriimmungen (z.
B. an den Kurvenenden) ergeben sich ziemlich genaue Resultate, wenn hier der Abstand

der Aufmalie d enger gewahlt wird, z. B. d/2.

Ubung:
Berechnen Sie die krummlinig begrenzten Flachen Bild 1 und Bild 2 mit Hilfe der Trapez-
und Simpsonregel. Fir beide Flachen gilt M 1:1.
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2.2.2 Krummlinig begrenzte Flache mit starken Krimmungen an den Enden

Bei Kurven mit starken Krimmungen an den Enden fligt man Zwischenordinaten an.
Einfach wird die Rechnung, wenn man mit 1/2-Spanten arbeitet, d. h. man wahit d, = 9
2

S
d1=d/2
4 &
Ad1 o = = 3
o 9 © o) @
o g sl
4 (8 @
o re 0 A
2 d
o
dil d1l di di1
d d d d d d
1 1
0 7 1 12 2 3 4 5 6
| 15m ]

Bild 3: Krummlinig begrenzte Flache mit starken Krimmungen an einem Ende

Es ergibt sich folgende Rechnung:
A=Ay + A

d
(YO+4y1 +2y1+4Y1 +Y2J 3 '(yz +4)’3"'24""1')/5"'3/6)

2

oo|c:. oolo. oolo. wlN‘Q wo_

d
(yo+4y1 +2y,+4y, +y2J+— (y, +4y, +2, +4y +Y;)
1
2

d
(yo +4y1 +2y1+4y1 +y2J+_ (y2+4y3+2 +4y5+y6)

2

"‘%"‘ Y2 +4y3+24+4y5+y6j

N|‘o<

+2y, +1y, + 2y1£
2

2

>
I

+2y, +1y1+2y1 +1;y2 +4y,+2,+4y. +y6j

2

r\)|‘<

/ﬁ\/—\

Ubung:
Berechnen Sie die krummlinig begrenzte Flache Bild 3 (M 1 : 1) mit Hilfe der Trapez- und
Simpsonregel.
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2.2.3 Krummlinig begrenzte Flache mit Anhangseln

Schwieriger und umstandlicher ist die Berechnung von anhangenden Flachen (Anhang-
seln), wenn d1 ein beliebiges Mal ist.

I—-—-—-""_ |
I
[}
= o O
2 = <+ B
O M~ E [¢e] [Ce}
) To/
Q g
oy
'/ Ad
M
Ad1
I
di di d d d d
b a 0 1 2 k. 4
3,5m |
! 13,50m |
Bild 4: Krummlinig begrenzte Flache mit Anhangseln
A=A, +A
d, d
=5 brdasyg)+ oo (o +4y,+2, + 4y, +y,)
=%%-(b+4a+yo)+% (Vo +4y, +2, +4y5 +Y,)
=%%-(b+4a+yo) %(yo+4y1+2 +4y,+Y,)
d (d d d d
:E' Fl'b+4 Fl a"‘El yoj+§'(yo+4y1+22+4y3+y4)
d (d d, d
=3 Fl-b+4 | +Fl Yo+ Yo +4Yy, +2, +4y3+y4j
d (d d d
A=—-—L.b+d4-L.a+|-L+1|-y,+4y, +2 +4va+vﬂ
X RSP ENE ISR ov,
odermitk—i
d
% (k-b+4-k-a+[k+1]-y, +4y, +2, +4y, +y,)

Ubung:

Berechnen Sie die krummlinig begrenzte Flache Bild 4 (M 1 : 1) mit Hilfe der Trapez- und
Simpsonregel.
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Projektaufgabe 1:

Berechnen Sie die Flache des Stromlinienruders (Bild 4):

267
265
246

J
A
214 Z(

15V}(I

275 5x300 5x150

2645

Bild 4: BemaRungsskizze flr ein Stromlinienruder

Projektaufgabe 2:

Es soll der Flacheninhalt unter der folgenden Funktion per numerischer Integration be-
stimmt werden, u. zw. sowohl mit der Trapezregel als auch mit der Simpsonregel.

2.1 Zeichnen Sie die Funktion.
2.2 Welches Ergebnis ist genauer?
2.3 Ist das Ergebnis eher kleiner oder groRer als der tatsachliche Wert? Warum?

Folgende Stitzstellen sind gegeben:

X Y
1,5 1,225
2,5 1,581
3,5 1,871
4,5 2,121
5,5 2,345
6.5 2,550
7,5 2,739

Projektaufgabe 3

Fir ein Schiff (L = 56,0 m) sind die folgenden Konstruktionsspantflachen in m? gegeben:
Spt 0 =0, Spt 1 =40, Spt 2 = 54, Spt 3 =58, Spt 4 =60, Spt5 =57, Spt 6 =52, Spt 7 =
34, Spt 8 (Vorsteven) = 0. Berechnen Sie die Verdrangung und ihren Schwerpunkt der
Lange nach.
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Far ein Schiff von 48 m Konstr.-Lange und 4,2 m Konstr.-Tiefgang, dessen WL-Flachen
durch Rechnung bekannt sind, sind die Verdrangung und der Verdrangunsschwerpunkt
Uber OKK zu bestimmen. Ferner ist die Verdrangungskurve zu zeichnen.

WL Fléchze in
m
0 0
Yo 86,4
1 158,4
1% 210,2
2 2448
3 289,4
4 319,7

Projektaufgabe 5

Von der Ruderflache ist die Groe und ihr
Schwerpunkt zu bestimmen.

Projektaufgabe 6

Berechnen Sie die Flache
von Spt. 8 bis zur DWL fur
einen Fischkutter.

KWL /

v
wL3 $

Bild: WL-Flachen-Kurve

Bild: Ruderflache
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Anhang 1:

Wer war Thomas Simpson?

Thomas Simpson2

Thomas Simpson (* 20. August 1710 in Market Bosworth, Leicestershire; T 14. Mai 1761) war ein
englischer Mathematiker. Simpson kam als Sohn eines Webers in einfachen Verhaltnissen zur Welt
und arbeitete anfangs selbst als Weber. Er brachte sich die Mathematik durch Selbststudium bei.
Um 1725 zog er nach Nuneaton, Warwickshire, um dort bis 1733 als Mathematiklehrer zu arbeiten,
wo er 1730 auch seine Frau heiratete. 1733 musste er nach Derby fliehen, nachdem er oder einer
seiner Assistenten wahrend einer Astrologiestunde ein Madchen verangstigt hatte, indem er sich
als Teufel verkleidete. Zwischen 1733 und 1736 zog er weiter nach London, wo 1736 dann seine
Tochter Elizabeth und 1738 sein Sohn Thomas zur Welt kam. Seit 1743 unterrichtete er Mathema-
tik an der Royal Military Academy in London.

Bekannt wurde er durch seine Arbeiten Uber Interpolation und numerische Integration. Hier ist die
Simpson'sche Formel nach ihm benannt, die eigentlich in einer einfacheren Variante Johannes
Kepler 200 Jahre vor ihm schon in der Kepler'schen Fassregel definiert hatte, und auch auf Erkenn-
tnissen Newtons basiert. Die abstrakte Form des Newton-Verfahrens Xn + 1 = Xn = f(Xn) / f'(Xn)
stammt dagegen von ihm und nicht von Newton. Weiterhin befasste er sich mit Wahrscheinlich-
keitstheorie und Fehlertheorie.

Simpsons publizierte 1750 das zweibandige Werk The Doctrine and Application of Fluxi-
ons (Die Lehre und Anwendung der Fluxionsrechnung) und wurde 1754 Herausgeber
des Ladies Diary (Damentagebuch).

Simpson wird nachgesagt, regelmafRig an Saufgelagen mit Whisky und Gin teilgenom-
men zu haben. Dazu ist aber anzumerken, dass er wegen seiner familiaren Herkunft
nicht die Moglichkeit hatte, die Bekanntschaft von Gentlemen zu machen und besseren
Alkohol zu kaufen. Andere beschrieben Simpsons Verhalten aber auch als tadellos.

2 Bildquelle: http://www.thg.aa.bw.schule.de/Notizbuch/numint/biographien.htm
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Anhang 2: Parabelsegment

Entwickeln Sie die Formel zur Berechnung des
Parabelsegments x, <= X <= Xg.und X = -Xg ZWi-
schen den Nullstellen der Parabel.

Gegeben ist die Parabelfunktion

y=-ax’+h
, 3
mith=3und a =—
25

Lésungsansatz:

Uwe Rath
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Zur Losung greifen wir auf die Integralrechnung zuriick: Das Integral einer reellen Funktion einer Va-
riablen wird im zweidimensionalen Koordinatensystem als die Flachenbilanz zwischen dem Graphen

Xr
der Funktion und der x-Achse gedeutet. Fiir diese Flache gilt allgemein A = J. f (X) dx.

Es folgt fur die Flache des Parabelsegments

A

Parabelsegment

J'(—ax2 +h)dx

1

—;ax§+th+C—(—axi+th+Cj

w

1 1
—gax§+th+C+§axf\—th—C
1 1 3
—Zaxi+hxg+=a-(=xg) —h-(=xy)
3 3
Sa b xg)ehe(xp +x0)

2 1
—E-a-x§+2-h-xB :2-x8-(—3ax§+hj

und fur das zugehdrige Rechteck ABCD:

ARechteck =2 Xg * h

Fir die Flache des Parabelsegments und der Flache
des umschreibenden Rechtecks folgt damit:

A

Parabelsegment

2
—g-a-xg+2'h-xB

_g.a.xg

= +1

Aumschr. Re chteck

A

Parabelsegment =

2-h-xg

2
a-x?

3h  3ax = 3

: Aumschr. Re chteck

Wi wiN
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Erlduterung:

Bei x = xg ist y = 0 und daraus folgt entspre-
chend der Funktion fir die Parabel fir h:

y=-ax’+h
0=-ax; +h
h = ax?

Dieser Ausdruck wird in die Verhaltnisglei-

chung Gbernommen.
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